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Applications linéaires

DEFINITION

Exercice 1 Les applications suivantes, entre espaces vectoriels réels, sont-elles linéaires 7 Lorsque
c’est le cas, on donnera I'image, le noyau et le rang, et on en déduira si elles sont injectives,
surjectives, bijectives.

C désigne l’ensemble des applications continues de [0,1] dans R, et Cyq celui des applications continues
de [0,1] dans R ayant une dérivée d-iéme continue sur cet intervalle.
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12. ¢, = R: f— f'(3)

13. Co = C: f f

4. CxC—C: fmfg

15. Ry[X] — Rs[X] : P(X) s XP(X)

16. Ro[X] — Rs[X]: P(X) s P(X +1)

17. Ry[X] — R?: P(X) — (P(1), P(2), P(3))
18. Ry[X] — R?: P(X) — (P(1), P(0), P(1))

Exercice 2 Soient f et g deux applications de C dans C, définies par : f(z) = Z et g(z) =
Re(z). Montrer que f et g sont linéaires sur C en tant que R-ev mais non linéaires sur C en
tant que C-ev.

IMAGE ET NOYAU

Exercice 3 Soit E un espace vectoriel, f un endomorphisme de E.
1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) E=Imf® Kerf.
(b) Imf = Imf2.



(c) Kerf = Kerf>.
2. Si E est de dimension finie n, montrer que Kerf = Imf < (f2 =0 et n = 2rg(f))

Exercice 4 Soient E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E. Dire en justifiant
lesquelles des propositions suivantes sont vraies :

1. Si (eq,...,ey,) est libre, alors (u(e1), ..., u(e,)) est libre.
2. Si (u(e ) ,u(ey)) est libre, alors (eq,...,e,) est libre.
3. Si (e, .. en) est génératrice, alors (u(ey),...,u(e,)) est génératrice.
4. Si (u(ey),...,u(e,)) est génératrice, alors (eq, ..., e,) est génératrice.

Exercice 5 Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et ¢ une application
linéaire de E dans F'. Montrer que ¢ est un isomorphisme si et seulement si I'image par ¢ de
toute base de E est une base de F'.

Exercice 6 Soit F un ev de dimension finie. Trouver f € L(F) vérifiant :
1. KerfnImf # {0}

Kerf=1Imf.

Ker f inclus strictement dans I'mf.

I'mf inclus strictement dans Kerf.

Kerf+Imf # E.

AR

Exercice 7 Soient F et F' deux espaces vectoriels, et soit u € L(E, F'). Montrer que :
1. Si A C E, alors u(Vect(A)) = Vect(u(A)).
2. Si B C F, alors Vect(u™'(B)) C u™'(Vect(B)). A-t-on I'égalité en général ?

MATRICE ASSOCIEE A UNE APPLICATION LINEAIRE

Exercice 8 Déterminer les matrices associées aux homomorphismes suivants :
w:R = R u(r,y,2) = Bz — 2,0 —y + 22,y)

v:RY 5 R2 v(x,y,2,t) = Qe +4t,r —y+2—1)

w:R? = R w(z,y) = (—z +y,3z — 2y, —y)

1 2 -1
Exercice 9 Inverser la matrice A = |0 1 —3|. En déduire la matrice de I'application u
2 7 -1
définie dans la base canonique par :
uler) = e +ey
u(es) = dey + 2e;3
u(es) = 2e; —3ex+e3
1 2 -1
dans la base formée des vecteurs fi = (0|, fo=1[1], fs=1]—-3
2 7 -1

Exercice 10 On considere 'application linéaire u : R? — R? définie dans les bases canoniques

de R? et R? par la matrice M = (_11 (2) _31)

2



1. Soit 1 = ( 11), €9 = ( 3 ) Montrer que € = (g1, &) est une base de R.
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2. Soitej =|1],¢
1

3. Déterminer la matrice Mat(u,e,€’) de u relativement aux bases € et €.

PROJECTEURS ET SYMETRIES

Exercice 11 Soit F un espace vectoriel ; on note ig l'identité sur £. Un endomorphisme u de
E est un projecteur si v o u = u.

1. Montrer que si u est un projecteur alors ig — u est un projecteur. Vérifier aussi que Imu =
{z € E; u(x) =2z} et que E =Keru® Imu.

Un endomorphisme u de E est appelé involutif si wou = ig.

2. Montrer que si u est involutif alors u est bijectif et E =Im(ig + u)® Im(ig — u).

Soit £ = F & G et soit x € E qui s’écrit donc de facon unique z = f + g, f € F, g €G. Soit
u:Esrx— f—ge k.

3. Montrer que u est involutif, F' = {x € F; u(z) =z} et G ={z € E; u(x) = —z}.

4. Montrer que si u est un projecteur, 2u — ig est involutif et que tout endomorphisme involutif
peut se mettre sous cette forme.

Exercice 12 Soient P = {(z,y,2) € R* 2z +y—2=0} et D = {(x,y,2) € R* 20 — 2y + 2 =
0,7 —y — z = 0}. On désigne par ¢ la base canonique de R?.

1. Donner une base {e1,es} de P et {es} une base de D. Montrer que R®* = P & D et que
g’ = {ey, €9, €3} est une base de R3.

2. Soit p la projection de R? sur P parallélement & D. Déterminer Mat(p,e’,¢’) puis A =
Mat(p, €, ). Vérifier que A% = A.

3. Soit s la symétrie de R? par rapport & P parallélement & D. Déterminer Mat(s, &', ') puis
B = Mat(s, ¢,¢). Vérifier que B2 =1, AB = A et BA= A.

Exercice 13 Soit F = R[X] I'espace vectoriel des polynomes, et f : E — E définie par :

VP e E, f(P)(X) = P(=X) = PX)

Montrer que f € L(E), que E = Im f @ Ker(f) et que f? = —f.
On sait que si f est un projecteur, alors £ = Kerf @& Imf. Déduire de ce qui précede que la
réciproque de cette proposition est fausse.

Exercice 14 Soient p et ¢ deux projecteurs de E, espace vectoriel, tels que pg = gp (p et ¢
commutent). Montrer que pq et (p + ¢ — pg) sont deux projecteurs de E, et que :

Im(pg) = ImpNImg,

Im(p+ ¢ —pqg) =Imp+ Img.

HYPERPLANS ET FORMES LINEAIRES

Exercice 15 Soit F un espace vectoriel de dimension n. Un hyperplan de F est un sous-espace
vectoriel de dimension n — 1.

1. Montrer que l'intersection de deux hyperplans de E a une dimension supérieure ou égale
an—2.



2. Montrer par récurrence que, pour tout p < n, 'intersection de p hyperplans a une dimen-
sion supérieure ou égale a n — p.

3. Montrer que, pour tout n € N et pour tout y € R, I'application e, de R, [X] a valeurs
dans R définie en posant e, (P(X)) = P(y) ( i.e. I'application e, est I'évaluation en y) est
linéaire. Calculer la dimension de son noyau.

4. Méme question avec I'application e; de R, [X] & valeurs dans R définie en posant e, (P(X)) =
P’(y) (en désignant par P’ le polynoéme dérivé de P).

5. Démontrer, a I'aide de ces deux résultats, qu'il existe dans Rg[X ] un polynéme P non nul
et ayant les propriétés suivantes : P(0) = P(1) = P(2) =0et P'(4) = P'(5) = P'(6) = 0.

Exercice 16 Soit A = (a;;) € M, (K). On appelle trace de A et on note tr(A) le scalaire
E (0778
i=1

1. Montrer que I'application tr : M,,(K) — K est une forme linéaire.

2. Soit f une forme linéaire sur M, (K). Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(a) VA, B € Mu(K), f(AB) = f(BA);
(b) IX € K t.q. f = Mr.

ESPACE DUAL

1 1 0
Exercice 17 Soit e; = [1]|,ea = | 0 |,es = | 1|. Montrer que e = (eq, 9, €3) est une
1 -1 1

base de R? et trouver la base duale de e.

Exercice 18 Soient £ = R3[X], et ¢1, do, P3, ¢4 les éléments de E* définis par ¢(P) =

P(0),02(P) = P(1),03(P) = P'(0),¢4(P) = P'(1). Montrer que ¢ = (¢1, ¢o, P3, ¢4) est une
base de E*. Déterminer une base de E dont ¢ est la base duale.



